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introduction

Notre objectif était de transformer une figure
en une autre de méme aire pour les figures
planes, ou de méme volume pour les solides,

par Marc Breton, Eric Vasset, Ludovic par découpages finis.
Girardeau, Emmanuel Frontin, éleves

de 2% du Lycée Fragonard de I'lsle-Adam eles aires dans le plan.
Barbara Pouet, Marianne Lucas, éléves te 2

du lycée Alfred Kastler de Ggy-Pontoise

enseignantes : Annick Boisseau, Claude
et Annie Soismier

passage de deux gaés a
un seul caré de méme aar
Matz
On considére deux carrés ABE@DBEFG de
cOtés a et b (on suppose a < b). En découpant

chercheurs : Michele Vemgne et Francois les carrés on veut obtenir un seul carré de

Digne, de I'Ecole Normale Supérieure

c6té c, ayant pour aire la somme des aires des
deux carrés (on doit avoit & & + 7).

Documentation utilisée:
La gazette des Mathématiciens n°52 avril 1992-

Commentaires des professeurs :
C'est un sujet qui a bien fonctionné tout au lon

['année. La présence des éléves a été tres réguliére.

exploiter. Document qui éait difficile, mais quand
méme abordablées éléves auraient aimé arrivg
savoir pourquoi on ne pouvait pas transformer les

passage du tétraédre de Hill au pavé a posé des
cultés dans la lecture de la figurka fallu au moin
guatre tentatives pour aboutir au découpage pel
tant de passer du tétraédre de Hill au prisme droit
puis au pavé. Il est regrettable d'ailleurs que ley
daction ne porte que sur le passage du tétraédre de
Hill au prisme. Nous pensons que ce groupe a a
une vision dans l'espace qui sera certainement
lisable.
PLAN :
Introduction.
1.— les aires dans le plan.

Passage de deux carrés a un seul carré. Passage de

un rectangle a un carré par découpage. Passage
polygone quelconque a des triangles. Le Tangral
2.— les volumes.
Tétraedre de Hill, passage du tétraédre au prisme.
Passage du pavé au cube.
3.— conclusion.

pects classiques du troisieme probléme de Hilbeft”
On ne leur a fourni qu'un seul document qu'ils oft s| D+—

autres solides (autres que ceux de Hill) en cubg. L
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Soit H le point de [AB] tel que AH=Db.

un triangle & un rectangle par découpage. PassageMentrons que : [1 DHF = 90° [ou (DH) et

dgqMF) perpendiculaires] et que DH = HF = c et
M c2= @+ b

HE = a. En effet : AE = a+ b, AH = b,

H O [AE] donc HE = AE - AH = a.
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HD = HF = c (triangles AHD et HEF rec-
tangles). Ces triangles sont donc identiques.
D'ou : 0 AHD = [0 EFH etdd ADH =0 EHF
De plustd ADH + [0 AHD = 90°,

0 AHD + O EHF = 90°. Donc

U DHF = 90°.
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Le triangle DHFest un triangle rectangle iso A
cele avec DH= & + b Par la translation de %
vecteudD : H — D et E— C (DCEHest un D! o & [
parallélogramme : quadrilatere ayant deux

coOtés paralléles et de méme longueur).

C B

Soit K limage de F par la translation de ve©n efectue une rotation de 180° de centre O,
teur HD. HFGDest un carré de coté c, l'airgui transforme le triangle OAQ' en le triangle
est € donc égale aza+ k7. Le triangle GFK OCI. La translation de vecte&C transforme
est bien I'image du triangle ADH par la trange triangle A'O'B en le triangle D'IC.
lation de vecteuHAF.

On obtient donc un rectangle A'BCD’ de
D'ou le découpage (voir la figure ci-dessus, méme aire que le triangle ABC (conservation
page précédente). des aires par rotation).

passage d'un triangle quelconque a unréarpassage d'unectangle quelconque
de méme a@r a un caré

On veut passer d'un triangle a un rectangle @a veut passer d'un rectangle de c6tés a et b

méme aire par découpages finis. quelconques a un carré de méme aire par dé
coupages finis.

* Cas numeéro 1:

le triangle a trois angles aigus (figure ci-deSoit le rectangle DBFG (figure ci-dessous).

sous). On trace le segment [OO'] ou O et Dé carré cherché a une aire de ab donc son

sont les milieux respectifs de [AC] et [AB]. co6té a pour longuet/ab .

b

Nous avons trouvé une méthode pour
construire la longueur vab en n'utilisant
On trace la hauteur [Al] du triangle AO'O. qu'un compas (figure ci-dessous).

On efectue une rotation de 180° de centre O,

qui transforme le triangle AIO en le triang|
CD'O. La rotation de 180° de centre O' tran
forme le triangle AO'l en le triangle BO'A'.

On obtient donc un rectangle A'BCD' de
méme aire que le triangle ABC (conservatig
des aires par rotation).

* Cas numéro 2 : A a
le triangle a un angle obtus (figure ci-des-
sous). On trace le segment [OO'] ou O et
sont les milieux respectifs de [AC] et [AB],
et la perpendiculaire a [BC] qui passe par
et coupe [OO’ en un point A'.
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Il faut tout d'abord reporter la longueur a da
le prolongement de la longueur b. On obtie
ainsi un segment [AB] de longueur a + b- Ej
suite, on détermine le milieu O du segment
[AB] a l'aide du compas. On trace le demi-
cercle de centre O et de rayon [AQ] et on
prolonge le segment [DG] jusqu'au point C,

intersection avec le demi-cercle.

page 27

C'=G

E=I F

Soit le triangle ABC rectangle en C (car C On trace le segment [BE] ainsi que le seg-
appartient au cercle et [AB] est un diamétrenent [C'H], segment paralléle a [BF] et eou

D'aprés le théoréme de Pythagore on a :

AB2 =AC? + CB

Comme D appartient & [AB] :
(AD+DB)? = AC? + CB~.

Dans le triangle ACD rectangle en D :
AC?= AD? + DC-.

Dans le triangle CDB rectangle en D :
CB*= CD* + DB,

D'ou en remplacant :

(AD + DB)? = AD*+ DC*+ DC + DB

Comme AD =a et DB =D, alors :
(a+by=a+DC*+DC+ I?
&+ b+ 2ab=a+2DC+ I?

2ab =2DC, ab=DC
DC =vab.

Donc le segment [DC] a pour longuet/ab .

Nous allons passer du rectangle DBFG au
carré DC'FI (figures précédente et ci-des-

sous).

pant le segment [BE] en H. On obtient firale
ment 3 polygones DGEHC', C'HB et EBF.
(voir figures précédentes).

On déplace le triangle rectangle C'HB par la
tranlation de vecteur BE qui transforme le
point B en le point E, le point C' en le point G
et le point E en le point I. On déplace de
méme le triangle rectangle FBE par la trans
lation de vecteuBH qui transforme le point
B en le point H. On obtient finalement un
carré DC'FI de coté vab car le carré a une
aire de ab (conservation des aires par transla
tion) et deux cétés [DC'] et [IF] de longueur
/ab . (voir figures précédentes).

passage d'un polygone a des triangles

Remargue : Pour tout polygone a x cotés,
nous pouvons déterminer le nombre mini-
mum de triangles que nous pouvons décou-
per Ainsi, Sl nous avons un polygone a x
cOtés, alors son nombre minimum de tri-
angles sera de : (x-2). Enfeff un triangle a
la somme de ses angles égale a 180 degrés,
soit 180° pour un coté, et 0° pour les deux
autres. Ainsi, si un polygone quelconque a la
somme de ses angles égale a y°, alorsfil-suf
ra de diviser y par 180 pour connaitre le
nombre de triangles minimum pour diviser ce
polygone.

Exemples : Un carré (4 cotés) : nombre de
triangles : 4 - 2 =2 ; un pentagone (5 cétes) :

On reporte a l'aide du compas la longueur dombre de triangles : 5 - 2 = 3 ; un hexagone
segment [DC] a partir du point D sur [DB] ef6 c6tés) : nombre de triangles : 6 -2 =4 ; un
a partir du point F sur [GF] de facon a obteniiécagone (10 c6tés) : nombre de triangles :

respectivement les points C' et E.

10-2=8.
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les volumes

L'objectif est de passer d'un solide a un cube
de méme volume par découpages finis.

Tétraede de HILL

Ce dernier a en f&ft découvert en 1896, trois
familles de tétraédres de méme volume qu'un
cube par découpages finis.

Az
A
M
Le Tangram B 1 Q o y
A l'aide d'un jeu appelé Tangram nous pou-
vons aussi transformer un rectangle en un B 2 D d

carré, par manipulations.

D
A B , . X
5 [ABCD est un B &
rectangle et de
. V4 1 | d
: plus : AB = 2 AD D) D\L
6 \\ - 4 a] B e C
D C
D

La piece 1 est un triangle rectangle isocéle
d'hypoténuse 2.

Par construction nous avons tout d'abord pu
La piéce 2 et la piece 5 sont des triangles r@asser de I'un de ces tétragdres a un prisme

tangles isocéles de coté a. droit. On choisit un repére orthonormal pour
lequel A( 0O, O, 1) ; B(0, 0, 0) ; C(1, 1, 0) et
La piéce 3 est un carré de coté a. D(1, 0, 0). On coupe la figure par le plan

“z =1/3”. On obtient les points B', C', D'. On
La piece 4 est un parallélogramme de cotéségdite avec le plan “x = 1/3” pour obtenir les
etav2 . points M, N, PQ. On continue en travaillant

sur la base de maniére analogue a celle du
Les piéces 6 et 7 sont deux triangles rec- plan.

tangles isoceles de c6té 2 a. A
M M
! f hx
B Q > c
P
P A Dv

Transformation en un La piece 1 est coupée suivant le plan B

carré aprés manipulations. et donne les pieces 4 et 5 :
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A Le %@du cube obtenu sera donc de :
x = Vabc. Pour découper le pavé, et en faire

M M un cube, nous utilisons une méthode
5'4 analogue a celle qui nous avait permis de pas

B’ ° Q ser d'un rectangle a un carré. Ainsi, nous

P définissons un point |, appartenant au coté

[AB] du pavé, et tel que : Al = x = Tabc.
Redisposition des piéces 2, 3, 4, 5 pour fddous pouvons alors couper le pavé suivant

mer le prisme droit : un plan P, lequel éant défini par les points
A, D, etl.
B' -
Jil Nous obtenons alors deux solides, résultant
B 2 D C(2) = B(@ de ce découpage
M(3) = B'(5) = A(4) : s : . ]
D(2) = N(3) - un prisme droit a base triangulaire appelée
prisme A,

[NDLR : dans le dessin ci-dessus, lesfteg — un volume B, qui correspond au pavé de
entre parentheses indiquent le numéro de la départ, auquel nous avons 6té le prisme A.
piece dans laguelle le point porte le nom-ndi

qué. D(3) signifie que ce point est le point D C
guand on le voit comme point de la piece B /
Le lecteur devrait comprendre ainsi comme| A
les piéces ont été régjustées pour former le G
prisme final] I
" B
[détail ci-dessous ]
A
c ]
4

D C(2) = B'(4) Considérons maintenant le volume B. Nous

définissons un point J, appartenant au coté
M(3) = B'(5) = A(4] [AB] du volume B, tel que : BJ = x. Nous
D(2) = N(3) pouvons alors couper le volume B suivant un
plan P', passant par le point J et étant parallé
le au plan défini par les points B, C et F

passage d'un pavé a un cube

Nous obtenons alors deux nouveaux solides,
On va, par découpages finis, transformer un résultant du découpage du volume B :
pavé en un cube de méme volume.

- un prisme droit a base triangulaire appelé
Soit un pavé ABCDEFGH, tel que : sa hayrisme C,
teur AE = a, sa longueur AB = b, sageur
AD = c. Nous en déduisons que ce pavé a unhun volume D, qui correspond au volume B
volume abc. Or, nous cherchons un cube auquel nous avons 6té le prisme C.
ayant le méme volume que ce pavé. Donc, si
nous prenons x le coté du cube obtenu apMsus avons maintenant trois volumes, issus
transformation, nous obtenons I'égalité sui- du méme pavé. Les deux découpages précé-

vante : ¥ = abc, donc : x =1 abc. dents peuvent se résumer par la figure :
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Dans ce nouveau pavé, nous allorfeattier
. les mémes découpages que précédemment.
Ainsi, sur le coté [KH], nous placons un point
C D L, tel que : KL = x =¥ abc.

C Nous pouvons maintenant couper le paveé suli
A B vant un plan Rdéfini par les points J, B, et L.

G Nous obtenons alors deux nouveaux solides :
e - un prisme droit & base triangulaire appelé
prisme E,

Nous allons maintenant assembler ces trois — un volume Fqui correspond au pavé-au

solides, de maniére a obtenir un nouveau quel nous avons 6té le prisme E.

pavé, dont I'un des cdtés mesurera le c6té du

cube & obtenjisoit x. Considérons maintenant le volume F. Nous
définissons un point M, appartenant au coté

Nous déplacons le prisme C, de maniére a[d&], tel que : ME = x. Nous pouvons mamnte

gue le point A du prisme C soit confondu nant couper le volume F suivant un plan P,

avec le point | du volume D, et que le point@aralléle au plan défini par les points E, | et

du prisme C soit confondu avec le point F dd, et passant par le point M.

volume D.

Nous obtenons alors deux nouveaux
Nous déplacons maintenant le prisme A, de volumes :
maniére a ce que la face ADHE du prisme A un prisme droit a base triangulaire appelé
soit incluse dans le plan P (ce dernier était prisme G,
paralléle a la face BCGF du volume D, e¢ - un volume H', qui correspond au volume

passait par le point J). F, auquel nous avons 6té le prisme G.
Nous obtenons alors la figure : Nous avons maintenant trois solides.
K D_c L es deux découpages précédents peuvent se
= résumer a la figure suivante :
B
A < '
\/ C CE D
C
A A :

Nous avons donc obtenu un nouveau pavé, | G

dimensions : =
- hauteur JE = ab / abc,
- longueur JB = abc,
- largeur JK=c. A

(Le volume de départ est conserveé).
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Nous allons maintenant assembler ces trois En revanche, dans I'espace, il n'est pas tou-

solides, de maniére a obtenir un cube de cpdéirs possible de passer d'un solide quel-

X. Ainsi, nous déplacons le prisme G, de meonque a un cube de méme volume par dé

niere a ce que le point J du prisme G soit coupages finis. Nous n'avons trouvé que deux

confondu avec le point L du volume H', et cas:

gue le point M du prisme G soit confondu — Passer d'un pavé a un cube.

avec le point H du volume H'. — Passer d'un tétraédre de Hill & un prisme,
et méme a un cube ; & vous de trouver

Nous déplacons maintenant le prisme E de comment ...

maniére a ce que la face JBCK soit incluse

dans le plan P' (ce dernier étant défini par les

points E, I, et H du volume H', et passant par

le point M).
Nous obtenons alors la figure : Commentaies du cherheur :
B Premiée (petite) emaque :a < b (ou a > b)
K C ] | - H .
(= n'a pas l'air de servir dans le passage : 2 car
B rés — 1 carré. Deuxieme remague : le cas
numeéro 1 (triangle - carré) marche méme
A s'il y a un angle obtus, a condition de mettre
\/\ I'angle obtus en A.

Passage d'unectangle a un cag :ily a eu

confusion entre le probléme posé (existe-t-il

E A I un découpage etc ...) et le probleme de

construction(a la regle, au compas, ou par un

Nous avons obtenu un nouveau pavé, dontglgelconque autre moyen). Les problémes de

volume est identique au volume du pavé imonstructions sont un tout autre domaine qu'il

tial. Comme il y a conservation du volume, serait peut étre intéressant d'explorer une pro

les dimensions du nouveau pavé saviK la chaine fois.

hauteurME la longueur, MN la largeur Et

ona: MK =ME = MN =7abc. Passage d'un polygone a un triangl& for-
mule x - 2 n'est pas prouvége qui est prou

Tous les cotés de ce nouveau pavé étant ide@ est y/180 et on ne fait pas le rapport entre

tiques, nous en concluons que ce pavé estyugt X.

cube, de volume abc.

Passage du pavé au cube. La preuve serait
conclusion : plus claire si les éleves s'étaient apercus que
ce qu'ils font est un découpage passant d'un
Il est donc possible de passer d'un pavé apavé a un autre pavé dont un c6té est donné
cube de méme volume, par découpages finimférieur a I'un des c6tés du pavé d'origine).
Le cbté de ce cube mesurera la racine cu- Ce découpage étant fait de prismes, on pour

bigue du volume du pavé. rait faire toutes les figures dans un plan,
c'est-a-dire qu'on a en fait traité le probleme
conclusion du passage d'un rectangle a un autre : ¢a

aurait valu la peine de I'expliquer
Il est désormais facile de passer d'un polygo
ne quelconque a un carré de méme aire par Pour le pavé, il y a qua utiliser la méthode
découpages finis. pour deux arétes successives.
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