
                                                                                                                                                    1 
MATh.en.JEANS, année 2012-2013, Lycées Le Port et  St Denis LA REUNION 

Cet article est rédigé par des élèves. Il peut comporter des oublis et imperfections, 
autant que possible signalés par nos relecteurs dans les notes d'édition. 
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I- Le sujet : une formule magique ! 
 
On cherche à calculer l’aire d’un polygone dont les sommets sont des points à coordonnées entières. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Quel lien y a-t-il entre le nombre de points du polygone et son aire ? 
On note : 
- cn  le nombre de points sur les côtés du polygone,  
- in  le nombre de points à l’intérieur du polygone, 
- A  l’aire du polygone. 
 

Nous avons démontré que = + −1
2
C

i
nA n  .     

                                                                                       (1) 
 
Nous allons d’abord étudier le cas d’un rectangle, puis le cas général d’un polygone quelconque.  
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II- Conjecture 
 
A l’aide d’un logiciel de géométrie dynamique, nous avons tout d’abord conjecturé une formule. 
 
Nous avons étudié plusieurs figures, en voici trois, nous avons résumé les résultats dans un tableau. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Conjecture :       = + −1
2
C

i
nA n . 
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III - Démonstration 
 
 

 Pour un rectangle 
 
 
Considérons un rectangle de côtés m  et n . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
On note : 
- cn  le nombre de points sur les côtés,  
- in  le nombre de points à l’intérieur, 
- A  l’aire du polygone. 
 
On obtient le système suivant : 
  
 
 
 
 
A l’aide de la seconde ligne du système, nous avons donc : 
 
 
 
En remplaçant dans la première ligne du système : 
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La formule est donc démontrée pour un rectangle. 
 
 
 
 

nombre total de points ( 1)( 1)
1 1
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Ainsi, 1
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= + − −

= + −
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 Généralisation 
 

Nous avons ensuite cherché à décomposer un polygone quelconque. Pour cela, nous avons introduit la 
notion de triangle élémentaire. 
 

o Décomposition en triangles élémentaires 
 
Définition : un triangle élémentaire est un triangle ne contenant aucun point intérieur et dont les seuls 
points côtés sont les sommets du triangle. Par exemple,                                                        (2) 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Décomposition d’une figure en triangles élémentaires 
 
On choisit un sommet du polygone que l’on relie à tous les autres sommets, créant ainsi des triangles. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
Dans un triangle, un point intérieur (ici H) est relié à tous les sommets du triangle, redécoupant le 
triangle précédent en plusieurs triangles. 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Cette opération est recommencée (ici avec I) jusqu’à n’avoir que des triangles sans point intérieur. 
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Chaque figure est décomposable en triangles élémentaires, on ne travaillera donc qu’avec des triangles 
élémentaires. 
 
 

o Démonstration par récurrence 
 

On démontre par récurrence que pour toute figure composée de n  triangles élémentaires, *Ν∈n ,  la 
formule est vraie. 

 
o Initialisation : pour 1n = . 

Pour un triangle élémentaire,  1
2

A = .                                                                                          (3) 

 Un triangle élémentaire ne contient pas de point intérieur,  donc 0in = et a trois points côtés donc 
3cn = .                                          

Ainsi 3 11 0 1
2 2 2
C

i
n n+ − = + − = . 

La formule est donc vérifiée pour un triangle élémentaire. 
 
o Hérédité : on suppose que la formule est vraie pour une figure composée de n  triangles  

élémentaires. On démontre que la formule reste valable pour une figure comprenant 1n +  triangles 
élémentaires, soit un triangle élémentaire supplémentaire. 
Pour cela, nous devons considérer deux cas. 

  
Notation :  

Cn  :  nombre de points côtés du polygone à n  triangles élémentaires  
'Cn  : nombre de points côtés du polygone à 1n +  triangles élémentaires. 

in  et 'in  : nombres respectifs de points intérieurs des polygones ;  
A  et 'A  : aires respectives des polygones. 
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- 1er  cas : on considère un polygone à 1n +  triangles élémentaires et on enlève un triangle 
élémentaire (triangle hachuré). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Dans ce cas, par rapport au polygone de base : 
- On ajoute un point côté : ' 1C Cn n= +  
- On enlève un point intérieur : ' 1i in n= −  

 

De plus, 1'
2

A A= +  car l’aire d’un triangle élémentaire est 1
2

. 

Donc : 
1'
2

11
2 2

' 1 1' 1 1
2 2
' 1 1' 2

2 2 2
' ' 1

2

C
i

C
i

C
i

C
i

A A

n n

n n

n n

n n

= +

= + − +

+
= + − − +

= + + + −

= + −

 

 
La formule est donc retrouvée dans ce premier cas. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ce point intérieur 
devient un point côté. 



                                                                                                                                                    7 
MATh.en.JEANS, année 2012-2013, Lycées Le Port et  St Denis LA REUNION 

- 2nd cas : on considère un polygone à 1n +  triangles élémentaires et on enlève un triangle 
élémentaire (triangle hachuré) comme ci-dessous. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Dans ce cas, par rapport au polygone de base : 
- On supprime un point côté : ' 1C Cn n= −  
- Le nombre de points intérieurs est inchangé : 'i in n= . 

 
De même que dans le premier cas : 
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La formule est donc aussi valable dans le 2nd cas. 
 
o Conclusion : Pour tout polygone dont les sommets sont des points à coordonnées entières, composé 

de n  triangles élémentaires, *Ν∈n ,  1
2
C

i
nA n= + − . 

 
IV- Conclusion 
Tout polygone dont les sommets sont des points à coordonnées entières peut être décomposé en 
triangles élémentaires, donc pour tous ces polygones : 

= + −1
2
C

i
nA n . 

 
 
 
 

 

Suppression d’un point 
côté.  
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  Notes d’édition 

 (1)   Ce résultat est connu sous le nom de Théorème de Pick. 
 (2)   Attention, ce ne sont pas les seules formes possibles de triangles élémentaires. Il en existe de plus  

compliquées comme celle du triangle dont les sommets ont pour coordonnées : (0,0), (3,1), (5,2). 
 (3)   Ce résultat n’est pas du tout évident. Cela est facile à calculer pour les exemples donnés page   4,      

moins pour celui donné dans la précédente note d’édition et encore plus difficile en général !  
         Le lecteur intéressé pourra trouver une démonstration à l’adresse suivante : 
         http://lmrs.univ‐rouen.fr/Vulgarisation/Pick/Pickproof.html 
    


