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Présentation du sujet (1)  

Dans une île de forme polygonale, un nageur doit faire le tour de l’île à la nage, en nageant 
seulement en ligne droite et le plus rapidement possible. Le sujet consiste donc à déterminer le point 
de départ et la trajectoire la plus courte possible pour le nageur.  

Pour répondre à ce sujet, nous avons exploré plusieurs pistes de recherches que nous développerons 
dans l’ordre chronologique auxquelles elles nous sont apparues.  

Pour commencer nos recherches, nous avons d’abord établi une île type dans un repère orthonormé, 
sur laquelle nous avons appliqué nos différentes solutions et ainsi visualisé les résultats : 
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Les sommets de ce polygone (notre île type) ont pour coordonnées :  

 

 

 

 

Premiers pas : le périmètre 

Nous nous sommes, dans un premier temps, intéressés au périmètre de l’île, l’approche la plus 
simple pour faire le tour de l’île car il suffit de suivre ses côtés.  

La formule pour calculer le périmètre d’une île polygonale correspond à la somme de tous les côtés 
de la figure.  Ppolygone =  somme de tous ses côtés, 

 
𝐏 = ∑ 𝐶𝑘

𝑛

𝑘=1

  avec  𝑛 nombre entier de côtés et  𝐶𝑘  la longueur d′ 
 
Cependant, cette première approche ne permet pas de déterminer la trajectoire la plus rapide.  

En effet, il est facile de trouver une trajectoire 
plus courte.  
On a dans un premier cas, la trajectoire du 
nageur en orange suivant scrupuleusement le 
périmètre de notre île, elle correspond à la figure 
ci-contre.  

Ensuite, dans l’image ci-dessous, on a placé un 
point 𝐻(5 ;  2) , la trajectoire en orange 
correspond à une partie du périmètre mais 
contrairement au premier cas, elle passe par le 
point H sans passer par le point F .  
Pour la première figure :  

𝐺𝐹 =  √(2 − 5)² + (1 − 3)²  ≈  3,61 

𝐹𝐸 =  √(5 − 8)² + (3 − 1)²  ≈  3,61  

D’où 𝐺𝐹 +  𝐹𝐸 ≈  3,61 +  3,61 ≈  7,22. 

Pour la deuxième figure :  

𝐺𝐻 =  √(2 − 5)² + (1 − 2)²  ≈  3,16 

𝐻𝐸 = √(5 − 8)² + (2 − 1)²  ≈  3,16  

D’où 𝐺𝐻 +  𝐻𝐸 ≈  3,16 +  3,16 ≈  6,32. 

Ainsi, la trajectoire du deuxième cas est plus 
courte que la trajectoire formée par le périmètre.  

Ce dernier ne nous permettra donc pas de définir la trajectoire du nageur.  
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Nouveau temps de réflexion 

On considère que trois points qui se suivent dans la figure forment un triangle. On sait que la somme 
des longueurs de deux côtés d’un triangle sera toujours supérieure à la longueur du troisième : c’est 
l’inégalité triangulaire.  
En effet, on voit dans la figure ci-dessous que la troisième longueur 𝐺𝐸 en orange est visuellement (et 
mathématiquement) plus courte que la somme des longueurs des segments [𝐺𝐹] et [𝐹𝐸]. 

Notre nageur devrait donc toujours suivre cette troisième longueur (à condition que la troisième 
longueur ne coupe pas l’île puisque le nageur ne pourrait donc plus nager). En partant de ce principe, 
on peut déterminer la trajectoire la plus courte mais on peut aussi remarquer que faire ceci revient à 
déterminer l’enveloppe convexe de l’île.  

 

Déterminer l’enveloppe convexe 

Définition : Un polygone est convexe lorsqu’avec n’importe quel point 𝐴 et 𝐵 à l’intérieur, le segment 
[𝐴𝐵] est entièrement contenu dans le polygone.  

 

 

 

Ici, les points 𝐻 , 𝐼 , 𝐽 et 𝐾  sont à l’intérieur du 
polygone formé par notre île, le segment [𝐽𝐾] est 
bien contenu dans l’île, mais pas le segment [𝐻𝐼] 
donc le polygone n’est pas convexe. 
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Pour répondre à la problématique, nous avons donc choisi de déterminer l’enveloppe convexe de 
l’île, c’est-à-dire de dessiner une enveloppe autour de l’île reprenant une partie des mêmes sommets 
de tel sorte que tous les côtés soient convexes.  

 

Nous avons commencé par une 
approche visuelle en modélisant, ici 
en orange, ce qui nous semblait 
être une enveloppe convexe :  

 

 

 

 

 

Il faut ensuite pouvoir déterminer mathématiquement l’enveloppe convexe. Pour ce faire, nous avons 
établi deux méthodes.  

1ère méthode avec les angles 

Premier cas de figure : l’île est tracée.  

On trace une droite passant par deux sommets 
du polygone représentant l’île. On mesure 
ensuite les angles entre la droite et les autres 
sommets. Le sommet qui forme l’angle le plus 
grand avec la droite devient un point de 
l’enveloppe convexe. En répétant la même 
démarche pour chaque sommet, l’enveloppe 
convexe se dessinera naturellement et avec elle, 
la trajectoire du nageur. 
On voit dans la figure ci-contre :  

𝐴𝐺𝐸̂ =  68,2° > 𝐴𝐺𝐹̂ = 34,51° 

Donc les segments [𝐴𝐺] et [𝐺𝐸] feront partie de 
l’enveloppe convexe.  

Deuxième cas de figure : seules les coordonnées des points de l’île sont données.  

Pour définir l’enveloppe convexe en utilisant toujours les angles mais seulement avec les 
coordonnées des points du polygone, nous utiliserons le produit scalaire car il permet de calculer des 
angles à partir de coordonnées de points.  
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En prenant deux points de l’île, on choisit un 
vecteur, on détermine ensuite plusieurs vecteurs 
avec les autres points ayant en commun le point 
d’origine du vecteur choisi, ici 𝐺. On calcule ensuite 
le produit scalaire de chaque vecteur normé avec 
le vecteur de départ avec la formule 𝑢⃗ ⋅ 𝑣 = 𝑥𝑥′ +
𝑦𝑦′  puis on trouve le cosinus de l’angle des deux 
vecteurs. 

𝑢⃗ ⋅ 𝑣 = ‖𝑢⃗ ‖ ⋅ ‖𝑣 ‖ × 𝑐𝑜𝑠(𝐴𝐺𝐸̂) 

𝑢⃗ ⋅ 𝑣 
‖𝑢⃗ ‖ ⋅ ‖𝑣 ‖

= cos(𝐴𝐺𝐸̂) 

On sait que plus un cosinus est petit, plus la valeur 
de l’angle sera grande, ainsi les segments formés 
par les vecteurs ayant le cosinus le plus petit feront 
partie de l’enveloppe convexe.  

Dans le cas ci-dessous, ce sont les vecteur 𝑢⃗ = 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝑤⃗⃗ = 𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗. On répète ensuite la même démarche 
en changeant à chaque fois le point d’origine, et l’enveloppe convexe se déterminera naturellement. 

2ème méthode avec les équations de droites 

La deuxième méthode que nous avons établie consiste à calculer des équations de droites.  

Mais, il faut d’abord visualiser pourquoi est-ce qu’on peut utiliser les équations de droites. On trace 
une droite passant par deux points de l’île et cette droite partage le plan en deux :  

 

Si les points de l’île sont tous d’un côté de la droite, alors le segment qui appartient à la droite 
appartient aussi à l’enveloppe convexe.  

Les points sont du même côté s’ils vérifient tous : 
 soit −5𝑥 + 2𝑦 + 8 > 0  
 soit −5𝑥 + 2𝑦 + 8 < 0  
 soit −5𝑥 + 2𝑦 + 8 = 0. 
Ici, ils vérifient tous −5𝑥 + 2𝑦 + 8 < 0 et on peut voir visuellement que tous les points sont sur ou à 
droite de la droite.  
Donc [𝐴𝐺] appartient à l’enveloppe convexe.  
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À l’inverse, s’il y a des points de chaque côté de la 
droite, alors celle-ci ne forme pas une partie de 
l’enveloppe convexe.  

 

 

 

 

 

Déterminer l’équation de la droite 

Pour exécuter cette méthode, il faut donc calculer l’équation cartésienne (de forme 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 =
0) de la droite passant par le point de départ et le point suivant. Si les résultats des calculs de 𝑎𝑥 +
𝑏𝑦 + 𝑐 avec les coordonnées des autres points sont tous de même signe, le segment formé par les 
deux points fait partie de l’enveloppe convexe, sinon on répète le même processus avec le point 
suivant jusqu’à revenir au point de départ. L’enveloppe convexe sera ainsi complètement 
déterminée. Mais le faire à la main serait trop long et fastidieux, c’est pourquoi un programme 
python a été codé.  

Déterminer le point de départ avec le barycentre 

D’autre part, il faut déterminer le point de départ du nageur, et il nous a paru évident que le 
meilleur point de départ serait le point le plus éloigné du barycentre (centre de la figure) qui 
fera d’ailleurs toujours partie de l’enveloppe convexe. Il faut donc tout d’abord calculer le 
barycentre. 

Pour trouver le milieu de deux points, il faut faire les demi-sommes de chacune des 
coordonnées des deux points. 

 

𝑀 = (
𝑥1 + 𝑥2

2 ;
𝑦1 + 𝑦2

2 ) 
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Le calcul pour trouver le barycentre d’une figure est similaire : 
c’est la somme de chacune des coordonnées de tous les points 
du polygone divisée par le nombre de points de la figure qui 
donne ainsi les coordonnées du barycentre. 

 

𝐵 = (
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3

3
;
𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦3

3
) 

Formule générale : 𝐵 = (𝛴𝑥
𝑛𝑥
; 𝛴𝑦
𝑛𝑦
) 

 
Ci-dessous, le morceau de code calculant le barycentre : 
 

 
  
Pour trouver le point le plus éloigné du barycentre, on calcule la distance entre le barycentre et 
chaque point de notre île avec les vecteurs. On compare les distances entre elles et le point qui forme 
la plus grande  distance avec le barycentre sera le point de départ.  

 

 
 

 
En ayant déterminé l’enveloppe convexe de l’île qui est la trajectoire la plus courte possible pour le 
nageur ainsi que le point de départ, nous avons donc répondu à notre sujet.  
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Et s’il y avait d’autres possibilités ? D’autres facteurs ? 

Notre réponse n’est pas applicable dans des conditions réelles, outre le fait qu’il est peu probable 
qu’un humain soit capable de faire le tour complet d’une île à la nage de manière constante et sans 
dévier de la trajectoire déterminée, s’il devait vraiment nager, il ne serait pas comme l’implique 
l’enveloppe convexe, collé au rivage.  

Nous avons donc représenté graphiquement, en 
orange, la trajectoire du nageur s’il nageait à un mètre 
des bords de l’île.  

Mais on peut voir que si le nageur nage à un mètre des 
côtes, il lui arrive de dépasser cette distance lorsqu’il 
arrive aux extrémités de l’île.  

 

 

Si l’on veut que notre nageur nage à exactement 1 mètre du bord en tout point, il faudrait tracer des 
arcs de cercles aux sommets du polygone de cette manière : 
 

 

Et l’enveloppe convexe sera naturellement différente 
de celle de départ :  

 

 

 

Cependant il faut rappeler que le nageur doit 
seulement nager en ligne droite, cette nouvelle 
trajectoire ne correspond donc plus au sujet mais 
pourrait être une suite à nos recherches. 

De même, nous pourrions nous interroger sur la 
réalisation de ces méthodes dans l’espace et appliquer 
nos recherches à d’autres problématiques comme 
l’emballage de cadeaux en optimisant la consommation 
de papier.  

 

Note d’édition 
(1) Les sujets abordés dans ce travail s'inscrivent, au niveau universitaire, dans un domaine de 
recherche important, qui englobe le calcul des variations et la théorie de la convexité.  
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Programme Python 
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