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* Probleme:

* On cherche un chemin, le plus court sur une sphere pour joindre deux points
A et B de cette sphere

* On appelle O le centre de la sphere
 On admet qu’un plus court chemin existe

Notre conjecture :

Sauf quand les points sont aux antipodes I'un de |'autre, le plus court chemin de
A a B est le plus petit des deux arcs de grands cercles joighant A et B.

S’ils sont aux antipodes, les deux arcs de grand cercle conviennent.
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 Notations :
e AB: un chemin minimal de A 3B

e AB: plus petit arc de grand cercle de A a B

—

* |AB|: longueur d’un plus petit arc de grand cercle

I~

e |AB|: longueur d’'un chemin minimal de A a B
r

and cercle : c’est un cercle de centre O sur la sphere
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* Nous avons montré que si AB est minimum, alors tout sous-chemin de AB
est minimum.

* On note:

]
* [,=longueur de I'arc de courbe AC
* [, =longueur de l'arc de courbe CD

* [; =longueur de I'arc de courbe DB

Zfl?‘ = [, + [, + [5 car les longueurs s’ajoutent.

* §’il existait un trajet plus court de C a D, de longueur ', il permettrait de
fabriquer un chemin de Iogueur [, +1', + I3, donc plus court, de A a B, ce
qui n’est pas possible car AB est minimal.



* On remargue que Ssi ‘AB‘ = ‘A’B" alors ‘AB‘ = ‘A’B" car il existe une
transformation de la sphere qui conserve les longueurs envoyant A en A’ et B
en B’

Note d’édition : Autrement dit, par une rotation de la sphére, A devient A’ et B devient B'.
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* Si M est tel que MM‘ > Ml\?‘ alors ‘/ﬁﬂ > ‘2173‘
* En effet M est a I'extérieur du petit cercle (C) constitué de tous les points N
tels que ‘AN‘ = ‘AB

/ﬁm coupe donc ce cercle en un point My, M
» Et comme |AM, | = |AB|, alors |AM, | = |AB]

« Comme M est au dela de M, sur le chemin AM ,
AM| = |AWE,| + | ¥ | - |AB| + ¥
- Donc |[AM| > |AB|.

’

N
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* Conséquence :

A/IW‘ = ‘1@‘ équivaut a ‘/ﬁm = ‘1@‘

* En effet on a déja vu que |AM| = |AB| implique |AM| = |AB|

* Et réciproguement une inégalité entre ‘/17\71‘ et ‘Zﬂ? , quel que soit
son sens, entraine la méme inégalité entre |/T]T4‘ et L@‘
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* Soit maintenant un point I situe au milieu d’un chemin
minimal quelconque AB. Les chemins Al et IB ayant la méme
longueur, il en est de méme des arcs Al et IB . A

* On a donc, d'apres l'inégalité triangulaire appliguée aux arcs,
— 11 —
1| =~ |AB].

* Mais si ‘171\1‘ > 21 ,appelons I’ le point de AB tel que
Ar'| = |a1]

» Ona |I'B| < |IB| donc |I"B| < |IB|

* Le trajet de A a B est constitue des chemins minimaux Al' et
I'B on a donc une longueur mferleure strictement a AB ce qui

n’est pas possible. Donc ‘AI‘ = ‘AB‘.




* On peut subdiviser tout chemin minimal AB en 2" sous chemins tous égaux ,
aussi petits qu’ ‘on veut (il suffit de prendre n suffisamment grand) et de
méme pour AB. Les rapports des longueurs prises sur AB et AB ne changent
pas.

 Par continuité (nous 'admettons), il en résulte que la longueur d d’'un chemin
minimal AB est proportionnelle a la longueur [ de I'arc de grand cercle 4B,

dans un rapport indépendantde AetB: k = % :
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* Onva montrerque k =1

* La longueur c de la corde [AB] est inférieure a d , car on est dans un
espace euclidien ou le plus court chemin entre deux points est le
segment qui les joint.

. . , . .

* Si R est le rayon de la sphere, c est égale a ZRsmi

e d< [, par hypothése

* Donc 7< — k<1

c 2Rsin— l

* Mais - tend vers 1 quand |AB| tend vers 0 car ~=—— 2R

et

l [
2RSsin— sin— sin x

2R = 2R de |a forme
l X
ZR

. Donc k=1.




* Nous voyons donc que les arcs de grands cercles sont des chemins
minimaux.

* inégalité triangulaire permet de montrer l'unicité (sauf pour les points aux
antipodes les uns des autres). En effet, si un chemin minimal de A a B passe
par un point M extérieur a I'arc AB, sa longueur est égale a celle de AM plus
celle de I'arc MB , dont la somme est strictement supérieur a celle de AB
d’apres l'inégalité triangulaire.



