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1. Présentation du sujet

Voici le sujet proposé par notre chercheur :

On construit un arbre en partant d'un carré. On trace ensuite un
triangle isocéle rectangle sur le haut du carré puis on ajoute deux
carrés a |'arbre en partant de ce triangle.

» Quelle aire est ajoutée a chaque étape?

» Quel périmétre est ajouté i chaque étape?

» Y a-t-il des carrés de cet arbre qui se chevauchent?

2. Annonce des conjectures et résultats obtenus

On a démontré que 'aire ajoutée lorsque I'arbre gagne un étage est égale a I’aire du carré de base : a? et nous avons

a

également démontré que le périmetre ajouté lorsque I'arbre gagne un étage n°k est égale a 2k‘1x4x(ﬁ)k_1. (1)

3. Texte de l'article

Etape n°1 Construction de I'arbre « a la main »

Pour construire « a la main » un arbre en suivant le programme de

construction donné par le chercheur, on procéde comme suivant :1- On
construit un carré ABCD dont la base [AB] mesure la longueur que |'on

veut:acm

E F/\

2- On construit un triangle rectangle isocele d’hypoténuse [DC].

Pour cela on utilise les arcs de cercles de centre C et de centre D et de

rayon iz . Leur point d’intersection E est le 3™ sommet du triangle.

\/_
a

3- On construit ensuite deux carrés dont les cotés ont pour longueur "

sur les cotés du triangle DEC .

a

4- On recommence ensuite le protocole de construction. (2)
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Etape n°2 Construction de I'arbre « a I'aide d’un logiciel »

On a ensuite souhaité construire cet arbre a I'aide d’un logiciel de géométrie dynamique : Géogébra. On a alors procédé
comme suivant :

1) On construit les deux « premiers étages » (le premier carré suivi des deux suivants) de I’arbre en suivant les consignes
ci-dessous :
- On construit un segment de longueur donnée a |'aide d’un curseur a.

- On construit un polygone réqgulier a quatre cété a partir du segment [AB] ;

(J - Pour construire le triangle rectangle isocéle DCE et afin d’automatiser la construction des carrés
5 "X & par la suite, nous avons utilisé I'aide d’un professeur.
X On construit d’abord C’' I'image de C par la rotation de centre D et d’angle 45°,
)E(A . ageB puis E I'image de C’ par ’homothétie de centre D et de rapport \/ii

‘%’ 0\ Déplacer

Déplacer/Sélectionner Obje

2) Pour ne pas répéter la construction précédente un tres grand nombre de fois, on -
crée u17 « O.u.t/.lArbre »al aldt? du logiciel. . . Arbre[ <Point>, <Point> ]
Les objets initiaux sont les points D et C et les objets finaux, les polygones DEFG, — p—
CEHI et les points E,F,G,H et I.

On nomme I'outil puis on appuie sur « fin ».

a=3
DT TTTI TN .5 ..o dvannabinacnabunsanssbusssnsnsbussansebossanssafonsnssaibossssnsiossonsactasssssssbonsssns fassensschasasassdssasssncfassnsent
k=6
. % e b
0 0 A ol Lol , .
' XL N %\ 4l < 1 Grace acet outil nous avons construit un fichier
V¥ ; A oy T « Arbre dynamique étages.ggb » qui permet de
i AT construire un arbre a k étages (k étant un entier
Sh V4 y YUy A 7" entre 0 et 6) de base a (a étant un décimal entre O et
S T Cond ol
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Etape 3 : Conjectures des propriétés géométrigues

Partie 1:

a= A E

(o}

EE

carré huméro longueur cité  aire

3

212
1.5

-
=W =

1.08

Triangle Numéro

1 3

212

2
10 3
4

13 | Aire totale

=)
=

)

it

19 | Périmetre total

12
2.73
35.48

~
[
PR

54.84

45
225
113

45
225
113
0.56

En B14 :=C2; En B15 :=B14+2*C3
En B16 :=B15+4*C4

Nous avons réalisé un fichier Géogébra avec :

1) Une figure dynamique qui donne le début de la
construction de I'arbre et pour laquelle on peut
faire varier la longueur a du c6té du premier carré a
I'aide d’un curseur.

2) Une partie « tableur » comme ci-contre
Les cellules dans les colonnes B et C ont été
remplies a I'aide de formules :

On tape:
EnB2:=a

En B3 = B2/sqrt(2)
En C2:a"2
En C3:=B372

L’aire totale désigne la somme des aires des carrés

construits.

A I'aide de ce fichier nous avons conjecturé que I'aire ajoutée lorsque I'arbre gagne un étage est égale a I’aire du carré

de base : a2

Partie 2 :
Nous avons complété notre fichier Géogébra avec :

La longueur du c6té du triangle qui est donnée est celle de
I’hypoténuse.

Les cellules sont remplies a I’aide de nouvelles formules,
on tape :
EnB8:=a

En C8:=a”2/2 Non utilisé par la suite
En B9 : =B8/sqrt(2)
En C9 : =B9”2 /2 Non utilisé par la suite

Le périmeétre total de I'arbre est obtenu en ajoutant les
longueurs de tous les cotés de tous les carrés construits.
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carrénuméro  longueur cdté  aire

3 ]

212 448

1
2
3 146 2726
4 113

Triangle Numéro

1 3 45

|m|m‘\“m‘m|b|m‘m‘g

2726
113

=

2
3 148
4

0.56

b=

o

Aire totale

=

-

=

1
2
3 a7
4

=

=

I

Périmetre total

~
=

1 12
2 21.73
3 35.49
4 54.94
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En B20:=4%*a

En B21 : = B20+2*4*B3

En B22 : = B21+4*4*B4

En B23 : = B22+8*4*B5

Nous ne sommes pas parvenues a conjecturer une formule qui donnerait le périmeétre ajouté lorsque I'arbre gagne un

étage...

Etape 4 : Démonstrations

Nous avons cherché a démontrer algébriquement notre conjecture concernant l'aire totale d’un arbre :
Il nous semblait que 'aire ajoutée lorsque I'arbre gagne un étage est égale a I’aire du carré de base : a2.

Tableau des aires :

Et .
noape Aire totale
X
1 32
c6té de longueur a
Aire carré n°1 A;= a2
ired A n° —(Ly2 2
5 Aire d’un carré n°2 Az—(\/z) =2
Aire de deux carrés n°2  2xA,= 2x % = a?
Aire totale A1+2xA;= a*+ a’= 2a?
2
Aire d’un carré n°3 A3=(§)2 =a:
N .
N 3 Aire de quatre carrés n°3  4xAs= 4x a: =a’
Aire totale A1+2xAr+4xAs= a%+ a%+a?= 332
ire d’ 4 n° (-2 o _ 2
Aire d’un carré n°4 A4—((ﬁ)3) oo B
2
4 Aire de 23 carrés n°4  8xAs= 8x % = a2
Aire totale 43?
. ’ 7z o _ a 2 _ a? _ a?
Aire d’un carré n°k Ak_((ﬁ)k—l) N
2
Aire de 2 carrés n°k 21 xA= 2¥ X —— = a2
k 2
Ainsi I'aire ajoutée quel que soit I'étage considéré sera a>.
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On a démontré que I'aire ajoutée lorsque I'arbre gagne un étage est égale a I'aire du carré de base : a%.

Tableau des périmetres :

Etape T
n° périmétre total
KX
1 4a
coté de longueur a
Nt Lo _a
Coté d’un carré n°2 Cz—ﬁ
s (e _ a _ 8a
Périmeétre de 2 carrés n°2 2 x4xCy= 2 X4Xﬁ =5
2
. s 8a
Ainsi le périmeétre total sera : 4a +—
A
Coté d’un carré n°3 C3=%
— — 3 Périmetre de 2" carrés n°3 22 x4xCs= 4 x4x£2 = 8a

L P 8a 8a
m :4a+—+8a = 16a+—
Ainsi le périmeétre total sera : 4a 7 8a=16a 7

‘ Coté d’un carré n°4

p C4—L
N/ J (V2)3
, L 3 . e 3 - a__ 16a
< >/ / \ A Périmétre de 23 carrés n°4 23 x4xCy4 8X4X—(ﬁ)3 =

L ST 8a 16a 24a

Ainsi le périmétre total sera : 163+7§ +ﬁ = 16a+ﬁ
T , o _ . a

Coté d’un carré n°k C4——(\/§)k_1

Périmétre de 2! carrés n°k :

24 x4xC= 2 xdx—

__________ c X4xCy XAX T

T . , ). K1 a

Ainsi I'aire ajouté par I'étage k sera 2 x4x—(ﬁ)k_1

On a démontré que le périmetre ajouté lorsque I'arbre gagne un étage n°k est égale a 2k'1x4xﬁ (4)

4. Conclusion

Nous n’avons pas eu le temps d’étudier la derniere question : Y-a-t-il des carrés de cet arbre qui se chevauchent,
néanmoins nous sommes satisfaites d’avoir pu mener des recherches dans le cadre de cet atelier cette année. Nous
remercions nos professeurs et M. Chardard de nous avoir accompagnées et encouragées.
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