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Figure 1 : I'exposé au Palis de la découverte

Sujet initial
La géométrie non euclidienne de Poincaré(H. Proal)

Redéfinir, dans le demi-plan de Poincaré [1], les objets de la
géométrie.
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L a géométrie non euclidienne est totalement diffé-
rente de lagéométrie «classique». En effet elle ne
s‘étudie pas dans un plan complet mais seulement
dans le demi-plan de Poincaré [1]. Dans celui-cCi
toutes les notions doivent étre redéfinies.

On appelle"droites " toute demi-droite perpendicu-
laire au demi plan ou tout demi-cercle dont le centre
est situé sur lalimite du demi plan [2]. Diverses ques-
tions peuvent se poser aors:

Comment peut-on définir des
droites paralleles ?

Dansle plan, une droite est paralléle a une autre lors-
qu'elles ne se coupent jamais. La transitivité dit que
quand on adeux droites paralléles, toute droite paral-
lele al'une est paraléle al'autre. Dans la géométrie
non euclidienne, les droites paral |l €l es ne se
coupent toujours pas [par définition] mais lapropriété
de transitivité n'est pas vérifiableici [voir lafigure].

Figure 2

Par deux points, peut-on faire
passer uneunique droite ?

Pour construire cette droi te il faut construire la
médiatrice des 2 points dansle cas ou ils pas disposés
verticalement, elle coupe lafrontiére du demi-plan au
niveau du centre du « demi-cercle »
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Figure3

De plus a partir d'un point unique et d'une droite on
peut construire une infinité de droites paral ées a
lapremiére et passant par le point. C'est le cinquiéme
postulat permettant d'établir une géométrie comme
euclidienne ou pas [3].

Quedeviennent les polygones?

Lestriangles.

Par définition, un triangle est formé par trois
droi tes secoupant deux a deux.

En géométrie non euclidienne, il existe deux types de
triangl es :

-Ceux formés par trois droi t es « demi-cercles »:

Figure4

-Ceux formés par deux droites « demi-cercles » et
unedroite « normale» :
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Figure5

Tout le monde sait que la somme des angles dans un
triangle [euclidien] égquivaut a 180°.

Mais ici ce n'est pas le cas puisque elle varie entre
deux limites[4],

-de 0°:

Figure 6

-a180°:

Figure7

Lesquadrilateres.

Danslalignée destriangles, ce sont 4 droi tes qui se
coupent deux adeux [5]. Laaussi plusieurs exemples:

-Ceux formeés par deux demi-droites et deux demi
cercles de méme centre :
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Figure 8

-Ceux formés avec une seule demi-droite :

Figure9

-Ceux formés par 4 « demi-cercles »:

Figure 10

On peut laaussi se poser la question de la somme des
angl es. Eh bien elle varie d'un cas extréme de 0° a
360° [9].
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Note del'enseignant

Le probléme qui est apparu en fin d'année et qu'ils ne sont
pas arrivés aresoudre est :
Construire une droi t e qui passe par un point donné et qui
est per pendi cul ai re aunedroite donnée.
*A
Si vous avez une solution,
écrivez nous :
maths_briancon@yahoo.fr

Figure 11

Notes des éditeurs

1 — En changeant le cinquiéme postulat d'Euclide
(voir note 3), mais pas les autres, Lobachevsky acréé
une nouvelle géométrie, non-euclidienne, appelée
géométrie hyperbolique. Poincaré a imaginé un
modéle de cette géométrie, c'est a dire une maniére
de représenter ses notions de base (encore appelés
"points", "droites", "segments", "angles",
"longueur”, etc.) et de traduire ses propriétés (les
nouveaux axiomes et leur conséquences) en se
servant de figures de la géométrie usuelle (eucli-
dienne). Dans ce modele, appelé demi-plan de
Poincaré, les "points" de Lobachevsky sont repré-
sentés par les points d'un demi-plan (frontiére
comprise). D'autres modéles existent, d'autres
géoméitries non-euclidiennes aussi.

2 —Pour aider |e lecteur, nous avons changé la typo-
graphie des noms d'objets géométriques du modéle
de Poincaré, (droite, triang e, quadrilatere, ...)
en gardant une typographie normale pour les notions
euclidiennes(droite, triangle, quadrilatére, cercle, ...).

3 — Euclide avait fondé I'étude de la géométrie par
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une liste d'axiomes ou postulats. Le cinquieme de ces
axiomes (le "postulat des paralleles") affirme : « Par
un point pris hors d'une droite (D) donnée, il passe
une droite paralléle a (D) et une seule». Dans la
géométrie de Lobachevsky, ceci devient : « Par un
poi nt pris hors d'une droi te (D) donnée, il passe
uneinfinitétdedroites paraléles a(D) ».

4 — L'angle dedeux droites (d) et (d") doit étre
défini ; par exemple, si (d) et (d') sont des demi-
cercles sécants en P, I'angl e de (d) et (d") sera
I'angle formé par les droites tangentes en P a ces
demi-cercles. Ainsi, I'angl e de deux droites
sécantes distinctes peut étre nul (!) et la valeur 0°
pour la somme des angl es d'un triang e peut étre
atteinte (figure 6). Lavaleur 180°, par contre, ne peut
étre qu'approchée (figure 7).

5 — Pour une définition plus précise, il convient de
choisir un ordre circulaire pour ces droites,et de
supposer que deux droites consécutives dans cet
ordre se coupent.

6 — Comme dans le cas destriangles, seule lavaleur
0 peut étre réalisée exactement.
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